CONCOURS BLANC DE MATHEMATIQUES — Ona |

MPSI — Corrigé 1

donc par intégration de DL :

12 2
f+tg[)(t)

Noté sur 200 pts =5 pts pour le soin et la clarté, o 3 3
puis la note est ramené sur 20 en multipliant par 20/95 arctan f = aretan £ = 3 * 30 (#)
(95 points suffisent pour avoir 20).

et ainsi,
« ) . -1 arctant 12 9
Probléme d’Analyse — Fonction ¢t — ¢~ arctant et sa fO)=l—F—=1-5+ o (t)
/100 primitive
/2 b) En déduire que f est dérivable en 0 et donner f'(0).

Dans ce probléme, on pourra utiliser sans justification le résultat suivant : pour tous

Note : t répondre a cett ti “admettant” | Ssultats d
réels a,b et pour toutes fonctions f,g € R, sia < bet f < ¢ sur [a,b], alors ove < On PEUl TEPOATE @ CCLE qUESTLOn en qamertant fes resutats des

questions précédentes.

b b
/ I < / g- En tronquant le DL précédent, on voit que f admet un DL a U'ordre 1 en
a a

0, donc est dérivable en 0. De plus, on a | f'(0) = 0|.

Les parties C et D sont indépendantes, mais utilisent les résultats des parties A

et B. En admettant que [ admet un DL en 0 mais sans avoir su le calculer,
on pouvait aussi utiliser le fait que f est paire pour en déduire que le
Partie A : analyse de f coefficient d’ordre 1 est nul et aboutir a la méme conclusion.
Soit f: R — R définie par f(0) = 1 et pour tout ¢ # 0 par f(t) = arctant ¢) Donner un équivalent de f(t) — f(0) lorsque ¢ tend vers 0. Que peut-on en
t /2,5 déduire pour la courbe de f en 0 ?
/3 1) Montrer que f est paire et continue sur R. 2
Soit t € R. Montrons que f(—t) = f(¢). Si t =0, ¢’est évident. Sinon, Par le DL de la question a), on a f(t) — f(0) S T3 En particulier,

. ; , ona f(t) — f(0) <0 au voisinage de 0, donc f admet en 0 un maximum
. arctan(— — arctan . . . .
f(=t) = (=1) = = f(t) car arctan est impaire local.

—t —t
/2 3) Justifier que f est dérivable sur R et, pour tout ¢ # 0, calculer f'(t).

Ainsi, f est paire.
On a déja vu que f est dérivable en 0. Sur R*, la fonction f est dérivable par
quotient de telles fonctions : ainsi f est dérivable sur R. De plus, pour tout
t#0,0na

arctant  arctant — arctan () 1 () 1

1
"(0) = 1= f = ———+ — ; arctant
= r— o arctan (0) = 0= 1= £(0) TR

De plus, f est continue sur R} et R* par quotient de telles fonctions. Montrons
enfin que f est continue en 0. Pour tout ¢ # 0, on a :

Donc f est continue en 0.

/3 2) a) Déterminer le développement limité a l'ordre 2 en 0 de f.



4) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que

vt € R /t LA L gy
s Qra2™ T 2

Pour tout ¢ # 0, on a

! 2u U 1 ul’ ! 1
T2 T e ) o)
o (1+u?) +u o Jo (14 u?)

o
s

t 1
= _m + 3 arctant
B 1t2 1 arctant
20 (1 +1?) 12
1
= =511

2

5) En déduire le tableau de variations de f. Vérifier que f admet un maximum
/4 global en 0.

t 2
1
e Si ¢t > 0 alors, comme /0 (libiuz)?du > 0, on a fith'(t) > 0 donc
f'(t) <o.
Lo 1.
e Si ¢t < 0 alors, comme A mdu < 0, on a —itzf'(t) < 0 donc
f'(t) > 0.
On a donc le tableau suivant :
| t [-o [0] +o]
f] + o -

f(@) 0/ ! o

™ v
Justifions les limites : pour tout t € R, on a —3 < arctant < b donc

arctant

ft) = — 0.

t t—=+o00

Enfin, on voit clairement sur le tableau ci-dessus que f admet un maximum
global en 0.

Partie B : analyse de ¢

1 X
Soit ¢ : R — R définie par ¢(0) = 1 et pour tout « # 0 par p(z) = —/ f(t)dt.
T Jo
On note F la primitive de f sur R qui s’annule en 0, de sorte que pour tout x # 0,
F(z)
ona p(xr) =—=
/3 6) Montrer que ¢ est paire et continue sur R*.

Soit # € R. Montrons que ¢(—x) = ¢(x). Si x = 0, c’est évident. Sinon,

oer) == [ fwdt u=—t du=—dt

=)

:%/0 f(—u)du
1 x

= ;/0 f(u)du

= ()

Ainsi, ¢ est paire.
De plus, application F' est continue (et méme dérivable de dérivée f), done ¢
est continue sur R* par quotient de fonctions continues.

/5,5 7) Montrer que ¢ est continue et dérivable en 0, et que ¢'(0) = 0.
Par la question a) , on a
2

t
S =1-3

£2
% ®)
Par intégration entre 0 et © € R, on obtient :

3

_ o 3
F()= B +a -5 4 o (@)
et donc (avec x # 0)
F(x z? ;
o) =T Ty )

Ainsi, comme ¢ admet un DL & l'ordre au moins 1 en 0 (et que ¢ est définie
en 0), ¢ est continue et dérivable en 0, et ¢'(0) = 0.




/9

/6

i
8) Démontrer que pour tout > 1, on a 0 < / ft)dt < glnx. En déduire que
1

A #10) =0
rctant
Pour tout t € [1,z], on a 0 < f(t) = alctan < %

entre 1 et x, on obtient :

, donc apreés intégration

xr €T T T . T
OS/I f(t)dti/1 Edt:§[lnth: 511’1:5

Or,

o) =1 [ s [ rod

et par ce qui précede, on a

Inz
T T—+00

1 [* T
< — < .
071’/1 f(t)dti2

1 T
Donc¢  par encadrement, — / fydat —— 0.
T J1

T—+00

T—+00 0
x). Ainsi, par somme,

lim ¢(z) =0

T—r+00

9) Montrer que pour tout z € R, on a f(z) < p(x) < 1.
Indication : on pourra commencer par supposer x > 0.

Soit & > 0. Par la question 5), on a pour tout ¢ € [0, x],
flz) < flt) <1

et donc en intégrant selon ¢ entre 0 et x, on en déduit que

wf(;c)dtg wf(t)dtg/wldt
0 0

0

si bien que

flz)x < /Oxf(t)dt <ux

et donc en divisant par z > 0, on a ‘ flz) <p(z)<1 ‘

0 par croissances comparées

1t b
— [ f(t)ydt —— 0 (car / f(t)dt est une constante indépendante de
T Jo

Comme f et ¢ sont paires, on a le méme résultat pour z < 0. Enfin, pour
z=0,0ona f(0)=1<1=¢(0) <1 Linégalité¢ est donc démontrée pour
tout = € R.

10) Justifier que ¢ est de classe C! sur R*, et montrer que pour tout = # 0, on a

1
/3 P(x) = — (f(2) = o(2)).
F est de classe C' car sa dérivée f est continue. Ainsi ¢ est aussi C' sur R*
par quotient. Pour tout x € R*, on a

Pla) = 110 = 5 [ o= (10) = ta)

/3,5 11) Dresser le tableau de variations de .
Par la question 9), on a f(z) — p(z) <0, d’ou,
1

e Siz>0,o0na¢(r)= . (f(z) = p(x)) <O0.
e Siz<0,ona¢(r)= é(f(T) —p(x)) > 0.

Ainsi, on obtient le tableau suivant :

o(z) 0o /0| o

Justifions les limites : celle en +o00 vaut 0 par la question 8). Celle en —o0
vaut également 0 car ¢ est paire :

lim o(z) = lim o(—y) = i =
m ()= lim o(-y) = lim o(y)=0

T——00 y—+0oo

Partie C : une équation différentielle

On considére 'équation différentielle (E) @ 2%y + 2y = arctan z.

/7,5 12) Résoudre (E) sur R’ et sur RY.



1 1
Sur |0, +00|, on peut réécrire 'équation en y' + —y = — f(x). Les solutions de
x T

I’équation homogeéne sont
C
yp(x) = Ce 1l = = avec C' € R
x
La question 14) laisse penser qu’une solution particuliére serait :
T
wie) =ole) = 1 [ s
0
Vérifions-le. On a :
o) == [ S0+ 15
W= T 0 T
et ainsi
1 1 [* 1 1 [* 1
/
9(0) + (o) =~ /0 Fle)t + () + /0 F(t)dt =~ f(x)

donc xzy]',+xyl) =z f(z) = arctanz : on a bien que y, est solution sur |0, +-00].
Ainsi, y est solution sur |0, +o00[ si et seulement si

ylx) = ¢ + () avec C € R

T

1
Sur ]—o0, 0], on peut encore réécrire I'équation en y'+—y = f(x). Les solutions
x

de I'équation homogéne sont

. D D
y(x) = De~ kel = Tl =—— avec D € R
x x

(ce qu'on peut d’ailleurs réécrire en yy(z) = — avec E € R car D +— —D est
x

une bijection de R dans R). Le reste est similaire a ce qu’on a fait précédemment

: y est solution sur | — oo, 0] si et seulement si

D
y(r) = —— + p(x) avec D € R
X

/6

/6

13) Soit y une solution (en supposant qu’elle existe) de (E). Que vaut y(0) ?

Soit y une solution sur R. Par ce qui précede, il existe C, D € R tels que pour
tout réel z :

¢ +olx) siz>0
-
y(@) = y(0) siz=0
D .
-t plx) stz <0

Comme y est solution sur R, elle est dérivable donc continue sur R, si bien que
lim y(z) = y(0) = lim y(z)
z—0~ z—0+
Or, comme ¢ est continue en 0, on a lin% o(x) = ¢(0) =1 : on en déduit
xr—

que si C'# 0 ou D # 0, une des deux limites ci-dessus serait infinie. Ainsi,
nécessairement, C' = D = 0, et lin(l] ylx) = hI% o(r) =[1]
Tr— T—

14) Montrer que ¢ est 'unique solution sur R de I’équation (E).
On raisonne par analyse-synthese.

Analyse : soit y une solution sur R. Par ce qui précéde, on a

plx) >0
ylx) =<1 z=0
plz) =<0

Ainsi, y(z) = o(2).

Synthése : réciproquement, vérifions que ¢ est solution de (E). Par la partie
B, ¢ est dérivable sur R. Par la question 12), ¢ est une solution particuliere
de (E) sur R” et sur RY. De plus,

0%¢'(0) + 0 (0) = 0 = arctan 0

donc ¢ vérifie aussi I’équation en 0. Finalement,




Partie D : une suite récurrente
Soit (uy) la suite définie par ug € R donné, et pour tout n € N par u,11 = ¢(uy).
t 1
/2 15) a) Montrer que pour tout t >0, ona 0 < —— <

1+t~ 2
On raisonne par équivalences :

o<t <1
1422
1
<:>0§t§5(1+t2)

= 0<A<T A+

Montrons la derniére assertion : il est clair que 2t > 0 puisque ¢ > 0. De
plus, 141> —2t = (1 —1)? > 0, ce qui montre la deuxi¢me inégalité. Dot
le résultat.

b) Montrer que, pour tout réel z > 0 :

P < 107w = [ g
x 21— -
4 T 22 Jo 1+t
/5,5
, 1
0'(@)] = — (p(z) = flz))
1
< —(1— f(x)) par la question 9)
x
De plus,
L[ 1 [ 1
*/ fdt:f‘/ 1———=|dt
.7)2 0 1 + tz .(I:Z 0 1 —+ t2
1 x
== [t — arctant];
1
= p(r — arctan x)
1
=—(1—f(x
Y- s
1
/7,5 c) En déduire que pour tout x € R, on a |¢'(x)| < T

e Pour x = 0, on a bien |¢(2)| =0 <

| =

e Pour x > 0, par ce qui précéde, on a

) < = /ﬁth
\pl‘ —.7/‘2 0 1+t2

. t 1
Or, par la question a) , pour tout ¢t € [0,z], on a 0 < 3 donc
t? ot For
—, d’ou
14+~ 2

e Pour < 0, comme ¢ est paire, on peut montrer facilement que ¢’ est
impaire. Ainsi,

1
@) = =g (o) = |(-a)| S 7 car —z>0

16) Montrer que 'équation ¢(z) = z d’inconnue = € R, admet une unique solution
/7 sur R;. On note « cette solution. Montrer que 0 < o < 1.

Par la question 11), ¢ est (strictement) décroissante sur R,.  Ainsi,
Papplication ¢ : & — @(x) — = est strictement décroissante sur lintervalle
R,. Par le théoreme de la bijection monotone, g est bijective de R, dans
g(R4).

De plus, g(0) = 1 et g(1) = (1) — 1 < 0 par la question 9), donc (comme
g(R;) est un intervalle) 0 € g(Ry) : comme g est bijective, il existe un unique
antécédent de 0 par g dans R., donc un unique o € Ry tel que g(a) =
pla) —a=0.

Enfin, comme ¢ est strictement décroissante, pour tout z > 1 on a g(x) <
g(1) <0, donc a ¢]1,400[, dou a < 1. Par ailleurs, ¢(0) = 1 donc a > 0.
Finalement, « €]0, 1].

1
17) Montrer que pour tout n € N, on a |ty — o] < é_llu“ — «. En déduire que (uy,)

/5 est convergente et préciser sa limite.

10



Par la question précédente,

‘unJrl - O[| - |’~,0(Un) - H‘Q(O‘)‘

De plus, par 'inégalité des accroissement finis, comme ¢ est dérivable (donc

1
. / . .
continue sur R) et que || < 1 par la question ¢) , on en déduit que

1
|(,9(un) - @(O‘)‘ < 1 |’LL,1 - Ul‘

Ainsi, par récurrence immédiate, on a

1

1 n
lu, —af < (> lug —al = 0 car |- <1

4

On en déduit que |u, — a| — 0. Ainsi, (u,) est convergente de limite a.

Probléme d’Algébre — Polyné6mes annulateurs de ma-

/100 trices

Dans ce probléme, K désigne le corps R ou C, n désigne un entier naturel non nul,
et M,(K) est I’ensemble des matrices a n lignes, n colonnes et a coeflicients dans K.
On notera I,, la matrice identité de M, (K) et 0, la matrice nulle de M, (K). Enfin,
A désigne une matrice quelconque de M, (K).

Pour tout m € N, on note A™ = A x A x ... x A, avec la convention A° = I,,.
—_—

m fois

m
Par ailleurs, a tout polynome P = Z ar X" de K[X], on peut associer une matrice

k=0
de M, (K), qu'on note P(A), définie par :

P(A) =Y A
k=0

Par exemple, avec P = X® —4X +2, alors P(A) = A* —4A+42I,. Dans ce contexte,
on dit qu'un polynéme P est annulateur de A si P(A) = 0,.

11

/1,5

/1,5

/1,5

/3

/4

/2

Partie I : Exemples de polynémes annulateurs

On peut remarquer que le polynéme nul P = 0 est toujours un polyndéme annulateur

de A.
. . 0 2
1) Dans cette question uniquement, on suppose que n = 2 et que A = 90 )

Montrer que P = X? — 4 est un polynoéme annulateur de A.

On a
o (40 10\
P(A)=A 412_(0 4>4<0 1)_02

d’ou le résultat.

2) Dans cette question, on s’efforcera d’allier concision et précision. Pour chacune
des matrices A suivantes, déterminer un polynéme annulateur de A qui ne soit
pas le polynéme nul :

a) A=1,
I Soit P = . Alors P(A) = A—1, =1,— I, =0,. D’ou le résultat.
b) A=0,
| Soit P =[X]. Alors P(A) = A = 0,,. D’oi le résultat.
111
) A=[111
111

I On remarque que A% — 34 = 03, donc P = annule A.

d) A = Matg(p), ou p est un projecteur de K" et B une base quelconque de
K"

Comme p est un projecteur, on a p° = p. On en déduit que A% = A, donc

P = annule A.

Partie II : Existence d’un polynéme annulateur non nul

3) Donner (sans démonstration) la dimension de M, (K). Pour n = 2, donner
également la base canonique de M,,(K).

I La dimension de M, (K) est .

12



Lorsque n = 2, la base canonique de M,,(K) est (E11, E12, Ea1, Fag) avec :
10 01 00 00
EH_(OO)’ E12_(UO>’ E21—(1U), E22—(01>

4) En déduire qu'il existe m € N* tel que la famille (I,,, A, A% --- | A™) est lice. On
/4 précisera une valeur de m qui ne dépend pas de A.

Soit m = . La famille (I,,, A, A% --- | A™) est une famille a n? +1 éléments.
Comme dim M, (K) = n?, il s’agit d’une famille lice.

/4 5) En déduire l'existence d’un polynome annulateur de A non nul.

Par la question précédente, comme la famille (I,,, A, A% --- | A™) est lice, il
existe agp, aq, -, ap, € K tels que

m

Z apAr =0, et
k=0

m
Ainsi, le polynéme P = Z ;X" annule A et ce polynome est non nul par la

k=0
seconde condition ci-dessus. D’ou le résultat.

,Oém) 75 0Km+l

(a(]a (O PR

Partie III : Ensemble des polynémes annulateurs

On pourra utiliser sans démonstration les propriétés suivantes : pour tous polynémes

PQdeK[X]et AeK, ona:
o (P+Q)(A) = P(A)+Q(A)
e (AP)(A) = AP(4)
o (PQ)(A) = P(A) x Q(A) = Q(A) x P(A) = (QP)(4)
Etant donné A € M, (KK), on note N4 ensemble des polynomes annulateurs de A,
c’est-a-dire
Na={P eK[X]| P(A) = 0.}

/2,25 6) Montrer que N4 est un sous-espace vectoriel de K[X].

13

/3,75

/5,5

On a Ny C K[X] par définition.

e On a vu en début de partie I que le polyndéme nul est dans Ny.
e Soit P,QQ € Ny et a, f € K. Alors

(aP + BQ)(A) = (aP)(A) + (BQ)(A)

aP(A) + BQ(A)

= a0, + 50, car P,() € Ny
= On

donc aP + BQ € Ny.

Finalement, N4 est un s.e.v. de K[X]

7) Montrer que si P € Ny et si Q € K[X], alors PQ € Ny4. Est-ce que N4 est un
sous-anneau de K[X] ?

Comme P € Ny, on a :
(PQ)(A) = P(A)Q(A) = 0,Q(A)
Ainsi, (PQ)(A) =0, : on a donc .

Supposons par I'absurde que N4 est un sous-anneau de K[X]. Alors I'élément
neutre pour X, i.e. P:=1, est un élément de N, : cela entraine que

0,=P(A) =1,

ce qui est absurde. Ainsi, Ny n’est pas un sous-anneau de K[X].

8) Soit B € M,,(K) une matrice inversible. Montrer que Npap-1 = Ny.

m
Soit P = Z arX* e K[X]. On remarque que pour tout k € N,
k=0

(BAB™Y =BAB™'-BAB'-BAB~! = BA*"B™!

k fois

14



On en déduit que :

m

P € Npap <= » ax(BAB™')F =0,
k=0

Z ap,BA*B~! =0,
k=0

B (Z akAk> B~ =0,
k=0

!

e

< B-P(A)-B'=0,

< P(A)B'=DB70,=0, car B € GL,(K)
< P(A)=0,B=0, car B' € GL,(K)
= P e Ny

Ainsi, par arbitraire sur P, on a Ngap-1 = Ny.

Partie IV : Polynome annulateur minimal

Pour tout polynome P, on note PK[X] := {PQ | @ € K[X]} : c’est donc I'ensemble
des multiples de P. L’objectif de cette partie est de montrer que, étant donné
A € M,(K), il existe un unique polynome unitaire noté¢ I' (qui dépend de A) dans
K[X] tel que

Ny =TK[X]

9) On note D I'ensemble des degrés des polynomes annulateurs non nuls de A, donc

D ={degP|Pe€ Nyet P#0}
/4 Justifier que D admet un minimum, qu’on notera d.

Soit P € Ny et P # 0. On en déduit que deg P # —oo, donc deg P € N : on
a donc bien D C N.

De plus, D est non vide par la question 5). On en déduit que D est une partie
de N non vide et minorée (par 0 par exemple). Ainsi, D admet un minimum
qu’on note d.

10) a) Soit U,V € Ny de degrés d. En utilisant une division euclidienne, montrer
/6 que V | U.

15

/5,5

/5

Comme degV =d € N, on a V # 0. On peut donc réaliser la divison
euclidienne de U par V : il existe Q, R € K[X] tels que

U=VQ+R avec degR < d
En particulier, on a U(A) = (VQ + R)(A) = V(A)Q(A) + R(A), donc

Cela conduit au fait que R € Ny. Sion avait R # 0, alors deg R € D et
comme deg R < d, cela contredirait le résultat de la question 9). Ainsi,

R =0 et donc .

b) En déduire qu’il existe un unique polynome unitaire de degré d dans Ny,
qu’on notera I'.

e Montrons d’abord I'existence. Par la question 9), il existe un polynome
P de degré d dans Ny. Si on note A € K* son coefficient dominant,

alors %P est un polynome unitaire, de degré d et on a lP € Ny car
Ny est un s.e.v. par la question 6). Il y a donc existence d'un tel
polynome.

e Montrons maintenant I'unicité. Soit I'y, 'y deux polynomes unitaires
de degré d dans N4. Montrons que I'; = I'y. Par la question précé-
dente, on a I'y | I'y et, par symétrie des roles, I'y | I'y. Ainsi, T'y et I'y
sont associés : il existe u € K* tel que

Iy = ply

Or, T’y et T'y sont tous deux unitaires, d’ou en égalisant les coefficients
dominants, ona 1 =p x1: onapu=1donc 'y =T L'unicité est
donc démontrée.

1) a) Soit P € N4. Montrer que I' | P.

Comme deg' = d # —o0, on a I' # 0. On peut donc réaliser la division
euclidienne de P par I': il existe donc @, R dans K[X] tels que

P=TQ+R avec deg R < degl'=d
Montrons que R = 0. En évaluant en A, on a
P(A) = (TQ+ R)(A) =T(A)Q(A) + R(A)

16



Or, ', P € Ny donc P(A) =T(A) = 0,. On en déduit que R(A) = 0,,
donc R € Ny. Or, deg R < d. En raisonnant comme en question a) , on
a alors R =0. Ainsi, T' | P.

/3 b) Montrer que Ny = I'K[X].
On procede par double inclusion.

e Soit P € TK[X]. Alors P =T'Q avec @ € K[X]. Or, comme I" € N,
et @ € K[X], on a 'Q € Ny par la question 7), on a P € Ny. Par
arbitraire sur P, on a donc TK[X] C Ny.

e Soit P € Ns. Montrons que P € I'K[X]. Par la question précédente,
on a montré que I' | P, donc P € TK[X], d’on le résultat.

Partie V : Propriétés diverses du polyné6me minimal

On rappelle que d = degT' (ou I' est le polynome vu en section précédente). On
pose P4 lensemble des matrices de M,(K) qui s’écrivent P(A) pour un polynome
P, c’est-a-dire :
Pa=A{P(A)| P eK[X]}
/3 12) Justifier que d > 1.

On a déja d € N. Il reste a montrer que d # 0. Supposons par 'absurde que

d = 0. Comme I' est unitaire, on a donc I' = 1. Comme I' € N4, on a ainsi
0,=T(A) =1,

ce qui est absurde. Donc d # 0, ce qui conclut.

Les quatre questions qui suivent sont indépendantes.

/3,513) a) Montrer que Py est un s.e.v de M, (K).

Il est clair que P4 C M,,(K), puisque P(A) € M, (K) pour tout polynome
P e K[X].
e Avec P =0, 0na P(A) =0[,=0, € Pa.

e Soit M, N € Py et o, € K. Montrons que aM + SN € Py. Par
définition, il existe P, @ € [X] tels que M = P(A) et N = Q(A).
aM + N = aP(A) + Q(A)

= (aP + BQ)(A) € Pa
Ainsi, Py est un s.e.v. de M, (K).
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b) Soit P € K[X]. Montrer qu’il existe T € K[X] tel que P(A) = T(A) et
/5 degT < d.

Comme degl’ =d > 0, on a I' # 0 : on peut réaliser la division euclidi-
enne de P par I : il existe donc Q,T € K[X] tels que

P=QU+T et degT <d

On a donc

d’ou le résultat.

¢) En déduire la dimension de Py.
Indication : on pourra utiliser Uapplication suivante :

0 : Ky1[X] = Pa
P~ P(A)
/7

Montrons que ¢ est linéaire. Soit P,Q € K[X] et a, 5 € K. On a
p(aP + Q) = (aP + fQ)(A) = aP(A) + BQ(A) = ap(P) + fo(Q)
d’on le résultat. Par la question précédente, on peut réécrire
Pa={T(A) | T € Kg1[X]} =Imop

Ainsi, ¢ est surjective. Montrons que ¢ est injective. Soit P € Ker ¢. On
a alors P(A) = 0, ce qui signifie que P € Ny. Comme P € Ky 1[X],
on a en particulier deg P < d = degI" : cela entraine que P = 0. Donc
Ker ¢ = {0}, l'inclusion réciproque étant évidente. Ainsi ¢ est injective.
Finalement ¢ est bijective et donc dim Py = dim K, [X] = .

14) Soit m € N. On suppose dans cette question que I' = (X —2)(X —3). Déterminer
le reste de la division euclidienne de X™ par I'. En déduire une expression de
/7 A™ en fonction de m, I, et A (mais pas A% A% etc.).

Soit @, R € K[X] les quotient et reste de la division euclidienne de X™ par I’
. on a donc

X"=(X-2)(X =3)Q(X)+R(X) et deg R < degl' =2

18
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Ainsi, R = aX +  avec «, f € K. En évaluant I'égalité ci-dessus aux points
2 et 3, on obtient :

2" =0+ 20+
3771:O+3a+/8

La résolution de ce systéme conduit & :

o =3m_9m
B=3x2"—-2x3"

Ainsi, le reste recherché est

‘R:(3771_2771)X+3X2m_2><3m‘

En particulier, aprés évaluation en A, on en déduit que :

A" = DIATQ(A) + R(A)

et donc

‘Am _ (3771 o 2m)A+ (3 X M _ 9w 3’m) In‘

d
15) On pose I' = Zaka avec ag, - -+ ,aq € K. Montrer que ag # 0 si et seulement
k=0
si A est inversible et que dans ce cas, on a A™1 € Py.

e Prouvons le sens réciproque par contraposée. Supposons ag = 0 et mon-
trons que A n’est pas inversible. Comme I' annule A, on a

d d
0, =T(A) =) aA* = A (Z akAk1>
k=1 k=1

Supposons par I'absurde que A soit inversible. En multipliant par A~ a
gauche, on obtient :

d d—1
E k-1 2 k
On = akA = ak+1A
k=1 k=0

d—1
Le polynéme P = Z ar+1.X* annule donc A et est de degré au plus d — 1

k=0
donc deg P < d = degD'. On en déduit que P = 0. En particulier, le
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coefficient de degré d — 1 de P est nul, i.e. ag = 0. Or, ay est le coefficient
dominant de I', qui est unitaire. Donc ag = 1. Ainsi 1 = 0 : contradiction.
Finalement, A n’est pas inversible.

d
e Prouvons le sens direct. Supposons ag # 0. Alors Z ap Al = —ayl, donc
k=1
1
A x (—ZakAkl> = I,. On en déduit que A est inversible. Cela
aq
k=1

montre aussi que

d
1
A71 - ak:Ak’fl

d—1 a
Z ( l<7+1> Ak c ,PA
ag

k=0

16) On suppose qu'une matrice B € M, (K) admet pour polynéme minimal A €
K[X]. Montrer que si I et A sont premiers entre eux, alors Ny + Np = K[X].

Par la question b) , il suffit de montrer que TK[X] + AK[X] = K[X]. On
proceéde par double inclusion. 11 est clair que I'K[X] 4+ AK[X] C K[X]. Mon-
trons l'autre inclusion. Soit P € K[X]. Montrons que P € I'K[X] + AK[X].

Comme I' et A sont premiers entre eux, par le théoréme de Bézout, il existe
U,V € K[X] tels que
Ul'+VA=1

En multipliant cette égalité par P, on en déduit que

P =T(PU) + A(PV) € TK[X] + AK[X]

D’ou 'égalité voulue.
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